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通常の Cayley-Hamilton定理は $A_{1}=\mathcal{P}(V\otimes V^{*})\otimes V\otimes V^{*}$ という代数の $GL(V)$-不変
元のなす不変式環に関する第二基本定理と見なせる (ここで $V$ は $n$次元複素ベクトル空
間とする) つまり不変式環 $A_{1}^{GL(V)}$ は $\mathbb{C}$ 代数としては $n+1$ 個の元から生成されて，ト
レース付き代数としてはひとつの元から生成されるが，いずれにしてもその関係式は実質
的に通常の Cayley-Hamilton定理で尽きるのである．
同様に，$A_{q}=\mathcal{P}(V\otimes V^{*})\otimes(V\otimes V^{*})^{\otimes q}$ という代数の $GL(V)$-不変元のなす不変式環も，
その第二基本定理が Cayley-Hamilton定理の類似で記述できる．この不変式環 $A_{q}^{GL(V)}$ も
単一の元から生成されて，その関係式は実質的にこの Cayley-Hamilton型定理で尽きるの
である (ただしトレースに似た構造をもつ代数の枠組みで) この Cayley-Hamilton 型定
理は阿賀岡芳夫 [A] によって与えられたもので，本稿では「高階の Cayley-Hamilton定理」
と呼ぶ．
実際には $A_{q}$ だけでなく，ある系列の代数において不変式論の第二基本定理がこの高階





定理 1.1. 成分が互いに可換な $n$次正方行列 $Z$ に対して次がなりたつ:
$\sum_{k+l=n}(-)^{k}\det_{k}(Z)Z^{l}=0.$
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ただし $\det_{k}(Z)$ を次のように定める:
$\det_{k}(Z)=\sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq n}\det(Z_{i_{a}i_{b}})_{1\leq a,b\leq k}.$
これを一般化した次の等式がなりたつ:
定理 1.2 ([A]). 非負整数 $q$ を固定する．成分が互いに可換な $n$ 次正方行列 $Z$ に対して次
がなりたつ:
$\sum_{k+l_{1}+\cdots+l_{q}=n+1-q}(-)^{k}\det_{k}(Z)Z^{l_{1}}\otimes\cdots\otimes Z^{l_{q}}\sum_{\sigma\in S_{q}}sgn(\sigma)\gamma(\sigma)=0.$
ただし $\gamma(\sigma)$ を次のように定める ( $E_{ij}$ は行列単位) :
$\gamma(\sigma)=\sum_{1\leq i_{1},\ldots,i_{q}\leq n}E_{i_{\sigma(1)}i_{1}}\otimes\cdots\otimes E_{i_{\sigma(q)}i_{q}}.$
これを本稿では「高階の Cayley-Hamilton 定理」 と呼ぼう． $q=1$ のときが通常の
Cayley-Hamilton定理である．
2. $A_{0},$ $A_{1}$ の不変式論
代数 $A_{q}$ について調べる前に，その特別な場合である $A_{0}$ や $A_{1}$ の不変式論を整理してお
こう．
$V$ を $n$次元複素ベクトル空間とする．非負整数 $q$ に対して，代数 $A_{q}$ を
$A_{q}=\mathcal{P}(V\otimes V^{*})\otimes(V\otimes V^{*})^{\otimes q}$





以下 $e_{1}$ , . . . , $e_{n}$ を $V$ の基底，$e_{1}^{*}$ , . . . , $e_{n}^{*}$ をその双対基底とする．また $z_{ij}$ をこれから自然
に決まる $V\otimes V^{*}$ の座標とする．
まず $A_{0}=\mathcal{P}(V\otimes V^{*})$ について見よう．$A_{0}$ の $GL(V)$-不変元は要するに「正方行列の行列
成分の多項式で conjugation で不変なもの」であり，これらは固有多項式の係数 $\omega_{1}$ , . . . , $\omega_{n}$
から生成され，この $n$ 個の生成元は代数的に独立である．これで生成元とその関係式が
決定できたことになる．具体的には生成元は $\omega_{k}=\det_{k}(Z)$ と表される．ただし $Z$ を
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$Z=(z_{ij})_{1\leq i,j\leq n}$ という $A_{0}$ の元を成分とする $n$ 次正方行列とする．この $Z\in Mat_{n}(A_{0})$ は
$A_{1}=A_{0}\otimes V\otimes V^{*}$ の元と見なすこともできる:
$Z= \sum_{i,j=1}^{n}z_{ij}\otimes e_{i}\otimes e_{j}^{*}.$
次に $A_{1}$ の $GL(V)$-不変元について考えよう． $A_{0}^{GL(V)}\subset A_{1}^{GL(V)}$ だから $\omega_{1}$ , . . . , $\omega_{n}\in$
$A_{0}^{GL(V)}$ は $A_{1}^{GL(y)}$ の元であり，これ以外に $Z\in A_{1}$ も $GL(V)$-不変元である．実はこれで
$GL(V)$-不変元は実質的に尽きる:
定理 2.1. $A_{1}^{GL(V)}$ は $\mathbb{C}$ 代数として $\omega_{1}$ , . . . , $\omega_{n},$ $Z$ で生成される :
これら生成元の関係式としては Cayley-Hamilton定理があるが，実はこれからすべての
関係式が生成される :





3.1. 行列を 「矢尻」 と「矢羽」 をもつ図形として表す (矢尻と矢羽はそれぞれ $V$ と $V^{*}$
の元に当たる) また行列成分は矢尻と矢羽に添字をつけて表す．たとえば行列 $Z$ とその
$(i, j)$ 成分 $z_{ij}$ は次のように表そう:
$Z=arrow\bullet-,$ 働 $=i^{arrow\bullet}\hat{フ}.$




ら $n$ まで動かして和をとる」 という意味とする．本質的にはこれは $V$ と $V^{*}$ のカップリン
グと見なせる．またこの矢尻と矢羽の融合した状態 $\ulcorner_{+}\lrcorner$ を単に と略記する．











3.2. さらに交代和の記法を導入する．$k$本の線を横切る太い線で「k本の線を $k!$ 通りにっ





この記法で，小行列式の和 $\det_{k}$ は次のように表される (ただしここに $\bullet$ は $k$個あるものと
する) :
$\det_{k}(Z)$
右辺の交代和を計算すると，$\det_{k}(Z)$ を $tr(Z^{1})$ , . . . , $tr(Z^{k})$ の積和で表す公式が得られる．








$= \sum_{1\leq i_{1_{\rangle}}\ldots,i_{n+1}\leq n}\sum_{\sigma\in S_{n+1}}sgn(\sigma)_{i_{\sigma(1)}}^{i_{1}}\downarrow y i_{\sigma(n+1)}i_{n_{Y^{+1}}}\downarrow.$
$i_{1}$ , . . . , $i_{n+1}$ には重複が生じるから，内側の交代和は $0$ になる．
3.3. 交代和の記法を用いて Cayley-Hamilton定理やその類似も簡潔に表せる．
まず通常の Cayley-Hamilton定理 (定理 1.1) は次のような diagram の等式として表さ
れる (ただしここに $\bullet$ は $n$個あるとする) :
(3.1)
左辺の diagram が $0$ に等しいのは，これが $n+1$ 本の交代和だからである．また左辺の交代





この 「余因子展開」 をくりかえし適用すれば (3.1) の左辺が (3.2) に等しいことがわかる．




ただしこの図には $n+1-q$個の $\bullet$ と $q$ 個の $\langle-\ovalbox{\tt\small REJECT}$ があるとする 1.
3.4. この種の diagram の歴史については [C] の 4.9節にくわしい．この種の diagram は





定義 4. 1. $\mathbb{C}$ 代数 $A$ と線型写像 tr: $Aarrow A$ が，任意の $a,$ $b\in A$ に対して次の条件をみたす
とき $(A, tr)$ はトレース付き代数であるという:
(i) tr(ab) $=tr(ba)$ .
(ii) $tr(tr(a)b)=tr(a)tr(b)$ .
(iii) $tr(a)b=btr(a)$ .
トレース付き代数の元 $a$ に対しては，トレースの他に $\det_{k}(a)$ も自然に定義できる $(\det_{k}(Z)$
を $tr(Z^{1})$ , . . . , $tr(Z^{k})$ で表したのと同じ式で，$\det_{k}(a)$ を $tr(a^{1})$ , . . . , $tr(a^{k})$ で定義する)
ただ一つの元 $\overline{Z}$ から生成されるトレース付き代数としての自由代数 $\overline{A}_{1}$ を考えよう．
$\overline{\varphi}_{k}=tr(\overline{Z}^{k})$ とおくと，$\overline{A}_{1}$ は次のように表せる:
$\overline{A}_{1}=\mathbb{C}[\overline{\varphi}_{0}, \overline{\varphi}_{1}, ]\otimes \mathbb{C}[\overline{Z}].$
この $A_{1}$ を使うと $A_{1}$ の不変式論は次のようにまとめられる :
定理 4.2. トレース付き代数として次の等式がなりたつ:
$A_{1}^{GL(V)}\simeq\overline{A}_{1}/(\overline{CH}_{n},\overline{\varphi}_{0}-n)$ .
ただし CH$\bullet$ は Cayley-Hamilton定理の左辺を表す．つまり次のように定める:
$\overline{CH}_{n}=\sum_{k+l=n}(-)^{k}\det_{k}(\overline{Z})\otimes\overline{Z}^{l}.$
またイデァルはトレース付き代数としてのイデアルである:
定義 4.3. トレース付き代数 $A=(A, tr)$ に対して，$I$ が次の条件をみたすとき，$I$ はトレー
ス付き代数としての $A$ のイデアルであるという:






ここまでの議論を踏まえて $A_{q}=\mathcal{P}(V\otimes V^{*})\otimes(V\otimes V^{*})^{\otimes q}$ の不変式論を考えよう．
まず $\mathbb{C}$ 代数の枠組みで考えると，不変式論の第一第二基本定理として次がなりたつ:
定理 5.1. 次がなりたつ:
$A_{q}^{GL(V)}=\langle\varphi_{1}^{k_{1}}\cdots\varphi_{n}^{k_{n}}Z^{l_{1}}\otimes\cdots\otimes Z^{l_{q}}\gamma(\sigma)|k_{1}$ , . . . , $k_{n},$ $l_{1}$ , . . . , $l_{q}\in \mathbb{Z}_{\geq 0},$ $\sigma\in S_{q}\rangle.$
ただし $\varphi_{k}=tr(Z^{k})$ とする．つまり $\mathbb{C}$ 代数として，$A_{q}^{GL(V)}$ は $\varphi_{1}$ , . . . , $\varphi_{n},$ $Z$ , さらに $\sigma\in S_{q}$
に対する $\gamma(\sigma)$ から生成される．
定理 5.2. $\mathbb{C}$ 代数として，関係式は $CH_{n}^{1}$ , . . . , $CH_{n}^{q}$ で尽きる．





まず線型写像 tr': $A_{q}arrow A_{q-1}$ を $a\otimes v\otimes v^{*}\mapsto\langle v^{*},$ $v\rangle a$ と定める (ここで $a$ は $A_{q-1}$ の
元 $)$ これは diagram で表したときに $\ulcorner_{q}$本の矢尻と矢羽のうち最後のもの同士を融合さ
せる」という操作に当たる．高階の Cayley-Hamilton定理は (3.3) と表されるから，$CH_{n}^{q-1}$
はこの写像による $CH_{n}^{q}$ の像に等しい (スカラー倍を無視すれば)






$\overline{A}_{q}=\mathbb{C}[\overline{\varphi}_{0}, \overline{\varphi}_{1}, ]\otimes F_{q}.$
$F_{q}$ や $\overline{A}_{q}$ の元は diagram で自然に表せる．たとえば $\varphi$-1 $\otimes$ Z- $\otimes$ Z-2 $\otimes$ (12) $\in$ A-2は











ただしイデアルは tr'付き代数として生成されるイデアルを考えている．また $\overline{CH}_{n}^{q}$ は高











$\mathcal{P}(V\otimes V^{*}\oplus mV\oplus m^{*}V^{*})^{GL(V)}.$
ただし $kU$ は $U$ の $k$ 個のコピーの直和である．




$z_{ij}$ をこれまでと同様に $V\otimes V^{*}$ の標準的な座標とする．さらに $x_{i}^{(a)}$ と $x_{i}^{*(a^{*})}$ をそれぞれ
$a$ 番目の $V$ と $a^{*}$ 番目の $V^{*}$ の座標とする．これらを用いて次の形式的な行列を作る:
$Z=(z_{ij})_{1\leq i,j\leq n}, x^{(a)}=t(x_{1}^{(a)}, . . . , x_{n}^{(a)}) , x^{*(a^{*})}=t(x_{1}^{*(a^{*})}, \ldots, x_{n}^{*(a^{*})})$ .
すると $\mathcal{P}(V\otimes V^{*}\oplus mV\oplus m^{*}V^{*})$ の次の元は $GL(V)$ -不変である:
$\omega_{k}=\det_{k}(Z) , \varphi_{k}=tr(Z^{k}) , \psi_{l}^{aa}=t*(a)l(a)xZx.$
$\omega_{1}$ , . . . , $\omega_{n}$ と $\varphi_{1}$ , . . . , $\varphi_{n}$ はどちらも $\mathcal{P}(V\otimes V^{*})^{GL(V)}$ の生成系となる．
不変式論の第一基本定理は次のように表される :
定理 6.1. $\mathcal{P}(V\otimes V^{*}\oplus mV\oplus^{\prime\gamma tl^{*}}V^{*})^{GL(V)}$ は $\omega_{k}$ および $\psi$la
$*$ a で生成される．ただし $k,$ $l,$ $a,$
$a^{*}$ は次の範囲を動く:
$k=1$ , . . . , $n,$ $l=0$ , . . . , $n-1,$ $a^{*}=1$ , . . . , $m^{*},$ $a=1$ , . . . , $m.$
このうち $\omega_{1}$ , . . . , $\omega_{n}$ は $\varphi_{1}$ , . . . , $\varphi_{n}$ に置き換えてもよい．
そして第二基本定理は高階の Cayley-Hamilton 定理- (定理 1.2) を用いて書くことがで
きる．定理 1.2に左と右からそれぞれ









$\mathcal{P}(S_{2}(V)\oplus S_{2}(V^{*})\oplus mV\oplus m^{*}V^{*})^{GL(V)}, \mathcal{P}(S_{2}(V)\oplus mV)^{O(V)}.$
6.2. 定理 1.2以外の Cayley-Hamilton型定理を用いて，第二基本定理が記述できる不変式
環もある．
たとえば次の 2つの不変式環は Pfaan版の Cayley-Hamilton型定理の高階版 ([D], [I1]
で与えられた Cayley-Hamilton型定理の一般化) を用いて第二基本定理が記述できる:




さらに次の 3つの不変式環もやはり一種の Cayley-Hamilton 型定理を用いて第二基本
定理が記述できる:
$\mathcal{P}(\Lambda_{2}(V)\oplus\Lambda_{2}(V^{*})\oplus mV\oplus m^{*}V^{*})^{GL(V)},$
$\mathcal{P}(S_{2}(V)\oplus\Lambda_{2}(V^{*})\oplus mV\oplus m^{*}V^{*})^{GL(V)}, \mathcal{P}(\Lambda_{2}(V)\oplus mV)^{O(V)}.$
6. 1節と 6.2節であげた 8系列の不変式環はいずれも diagramで表したときに，「(長さ
だけで決まる) cycle と (長さと端点のデータだけで決まる) path で不変式が生成される」
という共通点を持つ．最初に述べた $\mathcal{P}(V\otimes V^{*}\oplus mV\oplus m^{*}V^{*})^{GL(V)}$ の生成元も，$\varphi_{k}$ は長
さ $k$ の cycle として表され，$\psi_{l}^{a^{*}a}$ は両端に $a^{*},$ $a$ というラベルのついた長さ $l$ の path とし
て表される．
6.3. 外積代数の枠組みでも似た議論ができる．
[I2]では，$V\otimes V^{*}$ 上の外積代数 $\Lambda(V\otimes V^{*})$ や $\Lambda(V\otimes V^{*})\otimes V\otimes V^{*}$ における $GL(V)$ -不
変元を調べている．言わば $A_{0},$ $A_{1}$ の反可換版である．$A_{0},$ $A_{1}$ の $GL(V)$-不変元は $tr(Z^{k})$ や
$Z$ で生成されたが，$\Lambda(V\otimes V^{*})^{GL(V)},$ $(\Lambda(V\otimes V^{*})\otimes V\otimes V^{*})^{GL(V)}$ も同様である．そして生
成元のあいだの関係式 (実際には，ある次数以上のものが不要になるという情報) はやは
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